MATEMATICKY ADVENTNi KALENDAR 2024

1. dloha (nedéle 1. 12.)

V Liché republice se pouZivaji k placeni pouze mince dvou rGznych hodnot. Urcete, jakou nejvyssi
castku jimi nelze zaplatit, jestlize jsou mince hodnot:

(zadani proNG) 3a 7.

(zadani pro VG) 5 a 13.

Reseni: 11 (NG), 47 (VG)
Pocet spravnych odpovédi: 41

Postup: (NG) Mincemi hodnoty 3 urcité zaplatime libovolnou ¢astku, ktera je ndsobkem cisla 3. Jednou
minci hodnoty 7 a pfisluSnym poctem minci hodnoty 3 zaplatime od ¢astky 7 kazdou dalsi ¢astku, ktera
dava zbytek 1 po déleni 3 (¢astky 7, 10, 13, 16, ...). Dvéma mincemi hodnoty 7 a pfislusSnym poctem
minci hodnoty 3 zaplatime od c¢astky 14 kazdou dalsi ¢astku, kterd dava zbytek 2 po déleni 3 (¢astky
které dava zbytek 2 po déleni 3 a je mensi nez 14).

Prehledné to ilustruje nasledujici schéma:

k-3 3 6 9 12 15
7+k-3 X 7 10 13 16
2-7+k-3 X X X 14 17

(VG) Analogicka avaha zaloZena na tom, Ze nasobky cisla 13 generuji postupné rGzné zbytky po déleni
5, viz tabulka:

k-5 25 30 35 40 45 50
2-13+k-5 |26 31 36 41 46 51
4-13+k-5 |Xx X X X X 52
13+k-5 28 33 38 43 48 53
3:13+k-5 |x X 39 44 49 54

2. uloha (pondéli 2. 12.)

Pro rlizné Cislice B, G, 1, Y plati vztah dany pisemnym scitanim:

B I G Y
B I G
B |
B

2 0 2 4

Urcete hodnotu ctyiciferného cisla BIGY.

Reseni: 1823
Pocet spravnych odpovédi: 43

Postup: Ze zadani okamfzité vidime, Ze B nabyva hodnoty 1 nebo 2. Pokud by vsak B bylo 2, pak jiz
soucet Cisel 2IGY + 21G presahne poZadovanou hodnotu 2024. Je tedy nutné B = 1 a plati:
11GY
11G
11
1

2024



Nyni si staci uvédomit, Ze soucty Cislic ve vSech sloupcich kromé prvniho budou minimalné 10
(nemohou byt totiZ rovny 0, 2 ani 4), proto budou pridavat do vedle stojiciho levého sloupce vidy
alespon jednu 1. Plati tedy | = 8 (nemUze byt 7, nebot soucet ve tfetim sloupci nemdze mit hodnotu
22). Doplnénim do schématu jiz poté snadno dopocteme, 7e G=2(1+8+G+1=12)aY¥Y=3(1+8+2
+Y=14).

Ulohu lze fesit i Gvahami v desitkovém zapisu €isel, plati totiz BIGY + BIG + Bl + B = BBBB + Il + GG + Y
= 2024, z ¢ehoz jsme schopni snadno urcit postupné hodnoty viech Cisel, a tedy i jednotlivych Cislic.

3. uloha (utery 3. 12.)

Blecha skace uhlopricné po mfizovych bodech ¢tvereckové sité, pricemz jednim skokem (K, nebo A,
nebo N\, nebo ) se vidy dostane do jednoho ze 4 ,uhlopficné nejblizSich” bodu. Urcete, v kolika
mfiZovych bodech mtZe blecha skondit:

(zadani pro NG) po nejvyse péti skocich (nemusi tedy skocit viibec, nebo maze ucinit 1 az 5 skok).
(zadani pro VG) po pravé péti skocich.

Redeni: 61 (NG), 36 (VG)
Pocet spravnych odpovédi: 30

Postup: Pro obé varianty zadani plati, Ze se blecha nikdy nem(iZe dostat do Zadné dvojice mfiZovych
bodu, které jsou spojeny stranou Ctverce, tj. z okolnich 8 mfizovych bodl se vidy miZe dostat pouze
do 4 a zbylé urcité nikdy nenavstivi (viz obrazek).
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(NG) Po nejvyse 5 skocich se blecha mlzZe dostat do kazdého z mfiZzovych bodd, které leZi vidy ,ob
jeden” v mtizce 10 x 10 ¢tvercl (viz nasledujici schéma).
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Blecha se samoziejmé muZe pohybovat i smérem zpét, to nas vsak v této ¢asti zadani nemusi zajimat.
Celkovy pocet mtizovych bod(l, kam se miZe dostat, je tedy roven 61 (Ize napft. ziskat jako soucet bodl
vfadcich6-6+5 -5, nebo jako soucet bod(l na obvodech ¢tverci1+4 + 8 + 12 + 16 + 20).



(VG) MizZeme vychazet z fesSeni Ulohy pro NG, pfi¢emz si sta¢i uvédomit, Ze v nékterych mfiZzovych
bodech blecha po pravé 5 skocich nem(ze skoncit. Pfehledné to demonstruje nasledujici schéma,
v némz je u kazdého mtizového bodu vyznacéeno, po kolika skocich v ném Ize skoncit:
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Vidime, Ze vSechny body, u nichZ je Cislo 5, tvofi dohromady ¢tverec a je jich celkem 6 - 6 = 36.

4. uloha (stfeda 4. 12.)

Ac se to mUZe zdat pro nékoho prekvapivé, existuje vice nez 20 presmycek slova BIGY (napf. GIYB)
a dokonce vice nez 100 presmycek slova GYMPL (napf. PLYMG, MLPYG).

(zadani pro NG) Urcete, kterd presmycka slova BIGY stoji na 19. misté, pokud je usporadame podle
abecedy.

(zadani pro VG) Urcete, ktera pfesmycka slova GYMPL stoji na 103. misté, pokud je usporadame podle
abecedy.

Reseni: YBGI (NG), YLGMP (VG)
Pocet spravnych odpovédi: 38

Postup: Uloha patfi tematicky do oblasti matematiky zvané kombinatorika, my ji viak nejprve vyfesime
bez prislusnych kombinatorickych znalosti.

(NG) Pokud si vypiseme napf. vSechny presmycky zacinajici pismenem B, pak zjistime, Ze jich existuje
celkem 6 (BIGY, BIYG, BGIY, BGYI, BYGI, BYIG). Analogicky tedy bude existovat také 6 presmycek
zacinajici na kazdé ze zbylych pismen (z éehoz mimo jiné vyplyva, Ze pocet vsech presmycek je roven 4
- 6 = 24). Hledame 19. pfesmycku, bude se tedy jednat o prvni pfesmycku v posledni, tj. ¢tvrté Sestici
presmycek zacinajicich na posledni pismeno Y. Uspofaddame proto zbyla pismena podle abecedy, ¢imz
obdrZzime spravné feseni YBGI.

(VG) Provedeme-li analogickou Uvahu jako v zadani pro NG, pak zjistime, Ze existuje vidy 24 presmycek
zacinajicich na dané pismeno (jedna se vlastné o pocet vSech presmycek zbylych 4 pismen). Jelikoz 4 -
24 = 96, budeme opét hledat v posledni, tj. paté skupiné zacinajici na pismeno Y. Konkrétné se bude
jednat o sedmou presmycku v této skupiné (103 = 96 + 7). Rozdélime-li presmycky ve skupiné do Sestic
podle pismena, které nasleduje hned po Y, pak okamZité vidime, Ze jde o prvni pfesmycku ve druhé
Sestici (zacinajici vidy na druhé z pismen G, L, M, P, tj. L). Zbyla pismena jsou jiz nutné sefazena dle
abecedy a dostdvame tak presmycku YLGMP.

Na zavér poznamenejme, Ze uvedené pismenné presmycky jsou typickym prikladem kombinatorickych
skupin, kterym fikdme permutace a jejich pocet je vidy roven n!=n-(n—-1)-(n—2) ... -2 -1,



jestlize se jedna o slovo sn rlznymi (!) pismeny. V naSem pfipadé proto existuje celkem 4! = 24
presmycek slova BIGY a 5! = 120 presmycek slova GYMPL. S témito znalostmi bychom mohli zrychlit
nase Uvahy o déleni do stejné pocetnych skupin dle pocatecniho pismena, jinak by byl postup
analogicky.

Pozndmka k zaddni a reSeni Ulohy: Ze zadani jasné nevypliva, zda samotna slova BIGY a GYMPL
zahrnout do vyctu vSech presmycek. Proto byly uzndny i odpovédi YBIG a YLGPM, které jsou
sousednimi pfesmyckami prezentovaného reseni (a odpovidaji spravnému reseni tlohy, v niz zadand
slova nepovaZzujeme za presmycky). Jasnéjsi formulace z Gvodu zadani by mohla byt napf. nasledujici:
Pouzitim vSech pismen slova BIGY je moZné vytvorit vice nez 20 presmycek (napfr. BIGY, GIYB).

5. uloha (¢tvrtek 5. 12.)

Vedeni BIGY se rozhodlo prestrojit za Mikuldse, andéla a dva cCerty. Kdo zastaval roli andéla, jestlize
plati nasledujici tvrzeni:

o Certi neudi 7adny stejny predmét.

e Soucet poctd pismen v pfijmenich ¢ertd je prvocislo.

o Mikulds$ neuc¢i matematiku.

Reseni: Jifi Vojacek

Pocet spravnych odpovédi: 40

Postup: Jména a pfijmeni ¢lent vedeni BIGY jsou Jit Vojacek (JV), Iva Stérbova (IS), OndFej Bouma (OB)
a Petr Benes (PB).

Dvé ze tfi uvedenych tvrzeni se tykaji ¢ert(, pokusme se tedy nejprve urcit, kdo bude previecen za né.
Role ertll mGZeme obsadit celkem 6 moZnymi zpdsoby (JV + 1S, JV + OB, JV + PB, IS + OB, IS + PB, OB +
PB). Z prvniho tvrzeni vyplyva, Ze ¢erty nemohou zastavat dvojice JV + PB (oba u¢i matematiku) ani IS
+ OB (oba uci némcinu). Zbyvajici ¢tyfi dvojice maji postupné soucet poctll pismen v jejich pfijmenich
15 (JV +1S), 12 (JV + OB), 13 (IS + PB), 10 (OB + PB). Jedinym prvocislem z uvedenych sou¢td je 13, proto
se za Certy prevlékli lva Stérbova a Petr Benes.

Mikuldse a andéla tedy zastavali zbyli dva ¢lenové vedeni a jelikoz tteti tvrzeni fika, ze Mikulds neuci
matematiku, je jim Ondfej Bouma a roli andéla tedy vykonaval Jifi Vojacek.

6. uloha (patek 6. 12.)

Urcete pocet vSech trojcifernych pfirozenych Cisel takovych, Ze jejich kazdé dvé sousedni cifry se lisi o
3.

Reseni: 20
Pocet spravnych odpovédi: 25

Postup: Ulohy miiZzeme Fesit systematickym vypsanim viech &isel pozadované vlastnosti. Pokud napt.
postupné zvySujeme o 1 cifru na misté stovek, obdrzime Cisla 141, 147, 252, 258, 303, 363, 369, 414,
474, 525, 585, 630, 636, 696, 741, 747, 852, 858, 963, 969. Z matematického pohledu je na Uloze
zajimavé, Ze pocet Cisel zacinajicich ciframi 3 a 6 je vétsi neZz pocet Cisel zacinajicich ostatnimi ciframi
(proto napft. nelze ulohu fesit Uvahou, Ze pokud existuji dvé Cisla zacinajici cifrou 1, pak bude celkem 9
- 2 = 18 Cisel). Tento fakt plyne z toho, Ze Cislice 3 a 6 se liSi pravé o 3 a od obou Ize dale 3 jak pficist,
tak odedist, abychom dostali dalsi cifru (jinymi slovy posloupnost 0, 3, 6, 9 je nejdelsi mozna
posloupnost cifer lisicich se o 3).



7. uloha (sobota 7.12.)

Pétilety Karlik Gauss si hral s direvénymi kostkami, ze kterych skladal sloupce na podklad tvaru ¢tverce
4 x 4. Vsiml si, Ze kdyz se na svoji stavbu podiva postupné z jihu a zdpadu, uvidi nasleduijici:

(pohled z jihu) (pohled ze zapadu)

(zadani pro NG) Urcete maximalni mozny pocet kostek ve stavbé.

(zadani pro VG) Urcete soucet maximalniho a minimalniho moZzného poctu kostek ve stavbé (na
nékterych polich nemusi byt zddné sloupce).

Reseni: 33 (NG), 45 (VG)
Pocet spravnych odpovédi: 21

Postup: Ke ¢tvercovému planu pripiseme k radktm a sloupctim éisla, kterd odpovidaji vysce nejvyssi
véZe v daném radku ¢i sloupci (podle pohledt z jihu a zapadu). ObdrZzime tim schéma:

1

N B W

4 2 3 2
(NG) Chceme-li na stavbu pouZit co nejvice kostek, snazime se radky a sloupce naplnit kostkami az do
obsadime prvnifadek samymi 1, dale fadek a sloupce s 2 atd. Pokud bychom totiz zaplnili napf. nejprve
prvni sloupec samymi 4 (do jeho maximalni mozné kapacity), pak by jisté pohled ze zapadu obsahoval
samé véZe o vysce 4. Tabulku tedy vyplnime tak, aby v kazdém poli leZzelo mensi z Cisel, které maji u
sebe dany radek a sloupec.

111 ]1(1(1
3(3 (23] 2
414 |2 |3 |2
2(2 22| 2

4 2 3 2

Maximalni polet pouzitych kostek obdrzime jako soucet vSech Cisel v tabulce, tj. 33.

(VG) Zjistime je$té nejmensi moiny pocet pouzitych kostek. Radky a sloupce budeme tedy plnit
kostkami do jejich minimalni kapacity. Ta je dana v nejlepSim moziném pripadé samymi O a jednim
Cislem, které ma u sebe dany radek i sloupec. Abychom minimalizovali celkovy pocet pouZitych kostek,
tak zacneme od nejvyssich Cisel a budeme je psat do poli, kde se potkaji pfislusny fadek a sloupec.
Nejprve tedy do tabulky napiSeme jednu 4, kde se protnou radek a sloupec se 4, ddle 3 a 2 analogickym
zpUsobem. Zbyva jesté obsadit prvni radek jednou 1 a jeden ze sloupcl jednou 2. To mizeme udinit
vice zpUsoby, jeden z nich ukazuje nasledujici tabulka:



1{fojo0o]|jo0|1
310 0(3] 2
414 |0]|0]|O0
20|20} O
4 2 3 2
Minimalni pocet pouzitych kostek je tedy 12 a soucet minimalniho a maximalniho poctu se rovna 45.

8. uloha (nedéle 8. 12.)

Secteme-li v deviticiferném cCisle vSechny jeho Cislice, dostaneme cislo 8.
Urcete soucin vsech Cislic vdaném ¢isle.

Reseni: 0
Pocet spravnych odpovédi: 39

Postup: Soucet vsech Cislic v daném Cisle je mensi neZ jejich pocet, proto Cislo obsahuje alespon jednu
0. Hledany soucin je tedy nutné 0.

9. uloha (pondéli 9. 12.)

Thalés a Pythagoras se v r. 555 pf. n. I. utkali v bézeckém zdvodé na draze tvaru rovnostranného
trojuhelniku. 15lety Pythagoras bézel tehdy po celou dobu tfikrat rychleji nez 69lety Thalés.

Kolikrat se na trati po startu zavodu potkali, jestlize vybéhli v opacném sméru a Pythagoras stihl
ubéhnout cely obvod trojuhelnikové drahy presné 10krat?

Redeni: 13krat
Pocet spravnych odpovédi: 25

Postup: Pokazdé, kdyZ Thalés ubéhne jednu stranu trojuhelniku, stihne Pythagoras ubéhnout cely jeho
obvod, tj. urcité se potkaji v kazdém z 10 ,,okruhd”, které Pythagoras celkem dokondi. Navic ve chvili,
kdy Thalés ubéhne cely obvod trojuhelniku, dokonci Pythagoras sv(j treti ,,okruh” a potkaji se tedy
v prostoru startu. Toto se stane po kazdych tfech Pythagorovych ubéhnutych ,okruzich”, celkem tedy

tfikrat béhem celého zavodu. Proto se na trati po startu potkaji pfesné 13krat.

10. dloha (utery 10. 12.)

Zebiik ma celkem 7 pticek. Uréete, kolika riiznymi zpiisoby se mizete dostat ze zemé na posledni
pricku, jestlize jednim krokem dokazete jit vZidy na pricku nasledujici, nebo jit pfes jednu pricku. Nikdy
se viak nemuUZete vracet doll. (Nerozlisujeme pfitom doslapnuti pravou ¢i levou nohou.)

Redeni: 21
Pocet spravnych odpovédi: 26

Postup: Zadani ulohy Ize z matematického pohledu formulovat ndsledovné: Kolika zplsoby midzeme
¢islo 7 rozloZit na soucet, v némz se vyskytuji pouze ¢isla 1 a 2, pokud budeme zaroven rozliSovat,
v jakém poradi jsou ¢isla v souctu zapsana? Ulohy lze tedy Fesit postupnym vypsanim viech moznosti
rozkladu ¢isla 7 na soucet jednicek a dvojek, a poté urcenim, kolika zplsoby mGzeme cisla v daném
souctu usporadat. Obdrzime:
7=1+1+1+1+1+1+1..1zplsob

=2+1+1+1+1+1 ... 6 zplsobl (jak umistit jednu 2)

=2+2+1+1+1 ... 10 zpUsobU (jak umistit dvé 2)

=2+2+2+1 ... 4 zpUsoby (jak umistit tfi 2, resp. jednu 1)



Celkem tedy mame 1 + 6 + 10 + 4 = 21 zpUsobl, kterymi se Ize dostat ze zemé na posledni pfic¢ku
Zebfiku. Poznamenejme, Ze podobnymi tlohami, v nichZ se urcuje pocet riznych zplsobU uspofadani
néjakych prvki, se zabyva matematicka disciplina zvana kombinatorika. Kombinatorické Gvahy vsak
muzeme provadét mnohem dfive neZ v poslednim roc¢niku studia, kdy se u nds na gymnaziu tato oblast
probira. Chceme-li napf. zjistit, kolika zpUsoby Ize usporadat tfi 1 a dvé 2, pak mizeme uvaZovat jednim
z nasledujicich dvou zpUsob:

- Prvni z celkem 5 mist obsadim jednou 2 a druhou 2 budu postupné posunovat, ¢imz obdrzim
vSechna uspordadani, v nichZ stoji 2 na prvnim misté. Jsou celkem 4 (pocet mist pro druhou 2).
Dale jiz tedy umistim na prvni misto 1 a na druhé misto 2, pficemz druhou 2 budu opét
posunovat na jedno ze zbyvajicich 3 mist, ¢imZ obdrZim dalsi 3 usporadani. Nyni jiz tedy
uvazujeme pouze usporadani zacinajici dvéma 1. Je-li opét nejprve na tretim misté 2, pak
druhou 2 mohu umistit bud na ctvrté, nebo paté misto, ¢imz ziskdm dalsi 2 usporadani.
Posledni usporadani jiz zacina tfemi 1, za nimiZ jsou jiz vynucené dvé 2. Celkem tedy existuje
4 +3+2+1=10rdznych usporadani.

- MdlzZeme se také ptat, kolik zpisoby mUZeme najit dvé mista pro umisténi dvou 2 (zbyla tfi
mista pak jiz nutné pfipadnou 1). Prvni misto lze vybrat 5 zplsoby a at uz jej zvolime jakkoliv,
tak k nému mame 4 mozZnosti pro druhé misto, celkem je tedy zdanlivé 5 - 4 = 20 zpUsobu.
Tento pocet viak jesté musime vydélit dvéma, nebot pokud jsem napt. nejprve vybral pro
umisténi jedné 2 ctvrté misto, a poté treti, tak je to stejnd moznost jako vybrat nejprve treti, a

poté Ctvrté misto (11221 = 11221). Celkové tedy mame % = 10 rlznych usporadani.

11. dloha (stfeda 11.12.)

Kolik malych étvereckl potfebujeme, abychom vytvofili desaty ¢len posloupnosti, jejiz prvni tfi ¢leny
vidime na obrazku?

Reseni: 92
Pocet spravnych odpovédi: 32

Postup: Ctvere¢ky midzeme spoéitat vice rliznymi zpGsoby, sta&i si napt. nakreslit obrazec, ktery
odpovida desatému clenu, pripadné se zamyslet, kolik ¢tvereckd budou mit postupné jeho jednotlivé
radky (a vyuZzit napt. symetrie obrazce).

UkaZme si vSak matematicky postup vyuzivajici posloupnosti. Nejprve se zamyslime, jaké jsou pocty
Ctvereckd ve tfech uvedenych obrazcich (prvni tfi ¢leny posloupnosti), a poté odvodime vzorec
udavajici pocet ctvereckl v libovolném takovém obrazci (a tedy i desatém clenu posloupnosti).
Budeme uvaZovat tak, Zze vidy vezmeme pocet malych ¢tvereckd v celém velkém Ctverci a odecteme
Ctverecky ve vnitfnim mensim ctverci a také 4 ctverecky v rozich. Pocty ctvereckl jsou postupné
nasledujici:

1.obrazec..5% —12 -4 =20
2. obrazec ... 62 — 2?2 —4 =128
3.obrazec.. 7> —3%2 -4 =136

n.obrazec..(n+4)2—n?—-4=n2+8n+16—n?>—-4=8n+12

A tedy specialné 10. obrazec bude obsahovat 8 - 10 + 12 = 92 ¢tverecka.



Zavérem poznamenejme, Ze ke stejnému zavéru jsme mohli dojit také pozorovdnim, Ze pocet
¢tvereckl sousednich obrazcl (Clenl posloupnosti) se zvétSuje vidy o 8. Jednd se totiz o tzv.
aritmetickou posloupnost, v niz je rozdil libovolnych dvou sousednich ¢len( stéle stejny (konstantni).

12. dloha (Ctvrtek 12. 12.)

(zadani pro NG)

Urcete, kolika nulami kondci ¢islo 25! = 25-24-23-...-2- 1.
(zadani pro VG)

Urcete, kolika nulami kondi ¢islo 250! = 250 -249-248-...-2- 1.

(Symbol ! se ¢te jako ,faktoridl“, napf. 4! =4-3-2-1 = 24.)

Reseni: 6 (NG), 62 (VG)
Pocet spravnych odpovédi: 21

Postup: Pocet nul na konci libovolného ¢isla odpovida pocétu 10 v jeho rozkladu na soucin. Pfitom 10 =
2 -5 ajelikoz kazdé druhé cCislo v rozepsaném soucinu na pravé strané je sudé (délitelné dvéma), staci
nam urcit pocet 5 v rozkladu, nebot 2 k nim bude vyrazné vice. Spocitdme tedy viechny nasobky 5 mezi
Cisly na pravé strané, nékteré vsak zapocitdame vicekrat. Bude se jednat o nasobky 25 = 5 -5, které
zapocitame dvakrat (obsahuji dvé pétky) a nasobky 125 = 5-5 - 5, které zapocitdme dokonce trikrat
(obsahuji tFi pétky).

(NG) Nasobky 5 v rozkladu na pravé strané jsou cisla: 5, 10, 15, 20, 25, ptitom 25 obsahuje v rozkladu
dvé pétky, proto ji zapocitdme dvakrat. Proto Cislo 25! kon¢i celkem 6 nulami.

(VG) Nasobk( 5 v rozkladu na pravém strané je celkem 250 : 5 = 50, kazdy paty z nich (¢isla 25, 50, 75
atd.) zapocitdme dvakrat, kazdy dvacaty paty (Cisla 125, 250) dokonce ttikrat. Proto Cislo 250! konci
celkem 50 + 10 + 2 = 62 nulami.

13. uloha (patek 13. 12.)

Na patek tfinactého si ¢tyfi studenti BIGY domluvili termin opravného testu z matematiky, zapomnéli
e Test se piSe v jedné z kmenovych uceben.

Cislo u¢ebny nenf délitelné tfemi ani ¢tyfmi.

Cislo u¢ebny obsahuje jak sudé, tak liché ¢&islice.

Soucet Cislic hledaného cisla u¢ebny neni roven osmi.

V jaké ucebné se pisSe test?

Reseni: 205
Pocet spravnych odpovédi: 31

Postup: Cisla kmenovych u¢eben na BIGY jsou: 104, 107, 108, 112, 113, 115, 205, 207, 208, 212, 213,
216, 303, 304, 305, 306, 311, 312, 313, 314, 315. Pokud vyskrtneme vsechna Cisla, kterd jsou délitelnd
tfemi (tj. jejich ciferny soucet je délitelny tfremi) a dale také ta, kterd jsou délitelna ¢tyfmi (tj. jejich
posledni dvoucisli je délitelné ¢tyrmi), zbydou nam cisla 107, 113, 115, 205, 305, 311, 313 a 314. Nyni
vyfadime ta Cisla, kterd obsahuji pouze liché Cislice (pouze se sudymi jiz v nasem vyctu nejsou).
ZGstanou nam tak pouze Ctyfi Cisla: 107, 205, 305, 314. Vsechna kromé 205 vSak maji ciferny soucet
osm, proto je hledanym cislem ucebny pravé 205.

14. uloha (sobota 14. 12.)

Pozorujeme bakterie, které se mnozi podle nasledujiciho pravidla: Kazda bakterie Zije jednu hodinu a
za kazdou palhodinu vytvofi novou bakterii (tj. dvé bakterie za sv(j Zivot).

ees

Jak velké bude Zijici potomstvo jedné bakterie za pét a ptl hodiny po jejim vzniku?

Reseni: 233 bakterii



Pocet spravnych odpovédi: 8

Postup: UkdZeme, Ze vyvoj poctu bakterii v palhodinovych intervalech tvofi cleny Fibonacciho
posloupnosti, tj. posloupnosti, v niz jeji libovolny ¢len ziskame jako soucet dvou predchozich ¢lend.
Vyvoj poctu bakterii v ¢ase vyjadiime pomoci nasledujiciho schématu, v ném?z radky tvori palhodinové
intervaly, ve sloupcich jsou jednotlivé bakterie a Cislo udava jejich stari v pllhodinach.

0
1
2

N = O
N = O
N = O
N = O
N = O
N = O

0 00O0O
1111100000000 atd.
Pocet bakterii vdaném case je dan tedy poétem jednicek a nul, nebot bakterie staré jednu hodinu (2
pllhodiny) umiraji. VSimnéme si, Ze napt. paty radek (udavajici pocet bakterii za dvé hodiny) vytvofime
jednoduse tak, ze 0 a 1 z ptedchoziho radku zvétsSime o 1 a ddle pripocteme praveé tolik 0, jako je pocet
téchto 0 a 1 z predchoziho fadku. To ale znamen3, Ze pocet bakterii v této fazi vyvoje je dan souctem
poctu 0 (coz je ale pocet 0 a 1 neboli vSech bakterii v predchozi fazi) a poctu 1, které jsme vsak obdrzeli
ze vSech 0 v predchozi fazi (a tedy opét vSech 0 a 1 neboli vSech bakterii v predpredchozi fazi). Jinymi
slovy pocet bakterii v dané fazi ziskdme pomoci souctu bakterii v dvou predchozich fazich, ¢imz
obdrzime Fibonacciho posloupnost: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 atd. JelikoZ prvni ¢len 1
udava pocatedni stav (po 0 hodinach), dvanacty ¢len 233 bude udavat stav po péti a pdl hodinach (11
pllhodinach).

15. uloha (nedéle 15. 12.)

Kolik existuje rGznych (neshodnych) rovnoramennych trojuhelnikl, které nejsou rovnostranné
a jejich délky stran jsou jednociferna ptirozena Cisla?

Reseni: 52
Pocet spravnych odpovédi: 14

Postup: V kazdém trojuhelniku musi platit trojuhelnikova nerovnost, tj. soucet délek libovolnych dvou
stran musi byt vétsi nez délka treti strany. Proto napf. neexistuje rovnoramenny trojuhelnik s délkami
ramen 1 tak, aby splfioval poZzadované zadani. Rovnoramenné trojuhelniky s délkou ramen 2 jiz existuji,
a to konkrétné dva (délky stran 2, 2, 1 a 2, 2, 3). Analogicky pro dalsi délky ramen dostdvame postupné
Ctyri trojuhelniky s délkou ramen3(3,3,1/3,3,2/3,3,4/ 3, 3, 5), Sest trojuahelnikd s délkou ramen
4(4,4,1/4,4,2/4,4,3/4,4,5/4,4,6/4,4,7), osm trojuhelnikd s délkou ramen 5 (5,5,1/5,5, 2
/5,573/5,5,4/5,5,6/5,5,7/5,5,8/5,5,9), adale také vidy osm trojuhelnikd s délkami ramen
6, 7, 8 a 9 (zbyla strana jiz mize mit libovolnou délku kromé délky ramene, aby nebyl rovnostranny).
Celkem tedy existuje 2 +4 + 6 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 52 trojuhelnikl( pozadované vlastnosti.

16. uloha (pondéli 16. 12.)

Albert napsal fadu po sobé jdoucich Cisel, ktera zacinala ¢islem 1. VSechna Cisla pak secetl na kalkulacce
a ziskal cislo 857. Omylem vsak do kalkulacky zadal jedno z Cisel dvakrat. Které to bylo?

Reseni: 37

Pocet spravnych odpovédi: 26

Postup: MlzZeme postupné scitat na kalkuladce Cisla od 1 dale, aZz se dostaneme ,pobliz“ chybného

souctu v zadani 857. Konkrétné 1+ 2 + 3 +... + 39 + 40 = 820 a po pficteni Cisla 37, které bylo zapocitano
dvakrat, obdrzime skute¢né 1+2+3+...+39+40 + 37 = 857.



UkaZme si jeSté, jak bychom mohli odhadnout pocet Cisel v souctu a urcit jeho presnou hodnotu
(abychom nemuseli vSechna cisla zaddvat do kalkulacky napt. v pfipadé vyrazné vétSiho chybného
souctu v zadani ulohy). VSimnéme si, Ze Cislavsouétul+2 +3 + ..+ (n—2) + (n — 1) + n mGZeme
rozdélit do dvojic, které davaji vidy stejny soucet. Platitotiz 1+ n=2+ (n—-1) =3 + (n — 2) atd. Pocet
téchto dvojic je pfitom roven poloviné poctu vsech Cisel neboli g Proto plati:

n
1+2+3+---+(n—2)+(n—1)+n=5-(1+n)

Vynasobime-li obé strany rovnosti dvéma, pak dostdvame poznatek, Ze dvojnasobek souctu viech cisel
je roven soucinu n-(n + 1), tj. je ,,0 néco” vétsi nez druhda mocnina poctu cisel n. Aplikujeme-li
uvedené poznatky na nasi tlohu, pak 2 - 857 = 1714. P¥itom 40% = 1600, &isel proto bude kolem 40
(ve skutecnosti je jich presné 40 + jedno navic zapocitané dvakrat). Nas vypocet na kalkulacce mizZeme
tedy zrychlit uZitim uvedeného pravidlal +2 + 3+ --- 4+ 38 + 39 + 40 = 20 - 41 = 820.

Na zavér poznamenejme, Zze uvedené poznatky o souctu prvnich n pfirozenych Cisel provadél slavny
matematik Karl Friedrich Gauss (1777-1855) jiz ve svém raném détstvi, kdyZ hned po nastupu na
zakladni Skolu urcil spravné hodnotu souc¢tul+2+3 4+ - 4+98+99 + 100 = 50- 101 = 5050.

17. Gloha (utery 17. 12.)

Ve Ctverci jsou vytvoreny dva shodné trojuhelniky tak, Ze jedna jejich strana je stranou ctverce
a zbyvajici vrchol lezZi ve tfetiné protilehlé strany. Kolik miZeme v takto vzniklém obrazci najit
trojuhelnikt (tak, aby vSechny jejich strany tvofily nékteré z vyznacenych car)?

Reseni: 12
Pocet spravnych odpovédi: 28

Postup: Nejprve si pro vétsi nazornost oznacime jednotlivé oblasti ¢tverce ze zadani Cisly.

Vidime, Ze jiz oblasti 1, 2, 3, 5, 6 a 7 jsou trojuhelnikového tvaru. Dalsi trojuhelniky vzniknou spojenim
dvou oblasti, konkrétné 1+ 3,2 + 5,3 + 6 a5 + 7. Posledni dvé oblasti ziskame spojenim tti oblasti 1 +
2+4,4+6 + 7. Spojenim vice oblasti jiz Zadny trojuhelnik neziskdme, celkem tedy mizeme v obrazci
najit 6 + 4 + 2 = 12 trojuhelnikd.



18. uloha (streda 18. 12.)

Ve Ctverci o délce strany 12 jsou vytvoreny dva shodné trojuhelniky tak, Ze jedna jejich strana je
stranou ctverce a zbyvajici vrchol lezi ve tietiné protilehlé strany (déli ji tedy v poméru 1 : 2). Urcete
obsah ¢erveného utvaru, ktery je prtinikem obou trojthelnikt (viz obrazek).

(ndpovéda: Obsah vyjde celociselné.)

Reseni: 32
Pocet spravnych odpovédi: 20

Postup: Obsah celého &tverce je 122 = 144, Trojuhelnik ze zaddni Ulohy tvofi jeho polovinu, coZ snadno
zdGvodnime nasledujicim obrazkem (z néhoZz také plyne zndmy vzorec pro obsah trojuhelniku

S = a';“). Proto je obsah trojuhelniku roven % 144 = 72.

Zamérime-li se nyni na obrazek ze zadani ulohy, tak vidime, Ze trojuhelnik je rozdélen na tfi ¢asti,
z nichZ jednu tvofi kosodélnik, jehoZ obsah mame urcit.

Zbylé dvé ¢asti jsou vsak trojuhelniky, které jsou navic podobné s pavodnim trojuhelnikem, nebot vidy
dvé jejich strany leZi na stranach velkého trojuhelniku a jejich tfeti strana je rovnobézna se zbyvajici
stranou velkého trojuhelniku (véta uu). Proto plati, Ze nejmensi trojuhelnik vlevo ma tretinové

1 1
v p . s . . p ., , 3%3Va 1 aw,
rozméry, a tim padem devitinovy obsah oproti plvodnimu trojihelniku (S; :%:5'7(1)'

Analogicky trojuhelnik vpravo ma dvoutfetinové rozméry, a tim padem c¢tyfdevitinovy obsah, nebot

2
(g) = %. Dohromady tak oba mensi trojuhelniky tvoﬁ'§+ g = gvelkého trojuhelniku a na kosodélnik
pfipadnou zbyvajici %obsahu, proto pro néj platl'g- 72 = 32.

Poznamenejme jesté, Ze z uvedenych Uvah vyplyva, Ze trojlihelnik ze zadani Ulohy Ize rozdélit na devét
shodnych trojuhelnikd nasledujicim zplsobem:



(2+(22+(
o 20D
D+D+

(-

Reseni: 34
Pocet spravnych odpovédi: 45

80
69
80

Postup: Oznacime-li jednotlivd loga pismeny podle jejich barev, pak obdriime soustavu tfi rovnic o
tfech neznamych:

2f +m =80
m+f+c=69
2c+ f =80

Tu mlZeme vyresit rliznymi zplsoby, napt. vyjadienim libovolné nezndmé z jedné rovnice a dosazenim
do zbylych dvou (¢imzZ obdrzime soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych). MlzZeme si také vSimnout,
Ze pravé strany 1. a 2. rovnice, resp. 2. a 3. rovnice se lisi vidy o 11, zatimco na levych stranach je misto
c ve 2. rovnici f v 1. rovnici, resp. misto m ve 2. rovnici c ve tfeti rovnici:

m+f = 80
+f 69
+f+c=280
Plyne z toho, 7e f= c + 11 a analogicky ¢ = m + 11. Cisla m < ¢ < f se tedy li&i postupné vidy o 11 a nap¥.
z druhé rovnice snadno obdrzime:

c—114+c+11+4+c =69
3c=69 /:3
c=23

Proto m =12, c=23 a f= 34, coZ je hodnota, kterou jsme chtéli zjistit.



20. dloha (patek 20. 12.)

Je dana ¢tvercova tabulka 3x3. Obarvéte jednotliva policka tabulky tak, aby v kazdém sloupci, v
kazdém radku i v kazdé uhlopfticce byla vSechna tfi policka obarvena rliznymi barvami.
Jaky nejmensi pocet barev staci ke splnéni tohoto tkolu?

? P ?

2?7
2?7

Reseni: 5
Pocet spravnych odpovédi: 21

Postup: Pro jednoduchost oznadime rlizné barvy postupné riznymi Cisly 1, 2, 3 atd. a budeme se ptat,
jaky nejmensi pocet Cisel potfebujeme, aby v kazdém fadku, sloupci i Uhlopfticce leZela rGzna disla.
Nejprve ukaZzeme, Ze tabulka spliujici zadani existuje jiz pro Cisla 1 az 5, jedno z moznych vyplnéni je
nasledujici:

2 3|4
4 |1 |2
314 |5

Zbyva ukazat, Ze mensim poctem rlznych cisel tabulku vyplnit nelze. Vyplnime-li nejprve prostfedni
pole, pak si mdZzeme vSimnout, Ze dané Cislo 1 jiZz nelze pouZit na Zadném z dalsich poli (nebot by se
v nékterém radku, sloupci ¢i Uhlopfticce vyskytovaly dvé 1). Pokud nyni vyplnime prvni fadek rlznymi
Cisly, obdrzime:

2 3 |4
1

Nyni potfebujeme doplnit ¢isla do dolnich roh( tabulky tak, aby v Ghlopfickach byla rGzna ¢isla. Jak
v levém, tak pravém rohu by viak musela byt nutné 3 (nebot ¢isla 1, 2 a 4 lezi bud've stejné GhlopfFicce,
nebo krajnim sloupci. To ale neni mozné, nebot by pak byly dvé 3 v poslednim rfadku. Musime proto
pouzit dalsi ¢islo 5, diky ¢emuz jiz tabulku vyplnit Ize, jak jsme si ukazali vySe.

213 |4
1




21. uloha (sobota 21.12.)

(zadani pro VG) Urcete pocet viech kladnych ptirozenych délitel( Cisla 2024.
(zadani pro NG) Urcete pocet vsech kladnych pfirozenych délitell Cisla 168.

Reseni: 16 (NG i VG)

Pocet spravnych odpovédi: 24

Postup: V obou variantach zadani vyjde shodné 16 kladnych pfirozenych délitel(l, nebot prvociselné
rozklady zadanych ¢&isel jsou 2024 = 23 -11-23a168 = 23 - 3 - 7. Libovolny délitel je tedy tvaru 2% -
11%-23™, resp. 2k -3L-7™ kde k €{0,1,2,3},,m € {0,1}. Proto existuje celkem 4-2-2 =16
rznych déliteld (soucin poctu moznych exponent(). Na zavér poznamenejme, Ze mezi pfirozené
délitele patii vzdy i €islo 1 =2°-11°9-23°% =20.39.70 na které se asto ve vyttu viech délitel
zapomina (spolu se zadanym cislem tvofi tzv. trividlni délitele).

22. dloha (nedéle 22. 12.)

Objevte skryté cislo:
C.ADAEIBFECEHIGICBCHDF...

Reseni:
Pocet spravnych odpovédi: 21

Postup: Zaménime-li vSechna pismena jejich poradim v abecedé (bez diakritiky), pak obdrzime prvnich
20 cislic desetinného rozvoje Cislam = 3,14159265358979323846 ...

23. uloha (pondéli 23.12.)

Obdélnik o obvodu 136 cm je rozdélen na sedm shodnych mensich obdélnik( jako na obrazku.

Jaky je obsah tohoto (velkého) obdélniku v cm??

Reseni: 1120
Pocet spravnych odpovédi: 23

Postup: Horni a spodni strana velkého obdélniku maji stejnou délku, proto jsou rozméry mensiho
obdélniku v poméru 2 : 5. Oznaéime-li je 2x a 5x, pak ma obvod velkého obdélniku délku (5 - 2x) +
(5x+2x)+2-5x+ (5x+2x) =2+ (10x + 7x) = 2-17x = 34x. Plati tedy 34x = 136, neboli
x = 4. Obsah velkého obdélniku je tedy roven 10x - 7x = 10 - 7 - 42 = 1120 cm?.



24. dloha (utery 24.12.)

Dékujeme vsem za Ucast v MAK a prfejeme krasné vanoc¢ni svatky!
Vérime, Ze jsme si to spoleéné uzili. Proc?
Pfece protoze jsme !

BOXER, AXIOM, EXMANZEL, LUXUSNI
BORAX, PIXEL, XEROGRAFIE, XYLEM

Redeni: BOZ[ BIGY
Pocet spravnych odpovédi: 22

Postup: Nejprve si vS§imnéme, Ze kazdé z uvedenych osmi slov obsahuje pravé jedno pismeno X.
Vyznam soufadnic jednotlivych bod( je nasledujici: prvni souradnice (na vodorovné ose) udava poradi
slova, druha (na svislé ose) posun hledaného pismene od pismene X v daném slové. Proto je napf.
prvnim hledanym pismenem pismeno B, které stoji ve slové BOXER o dvé pismena vlevo od pismene
X.



